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Methods to determine reproducing kernels. The explicit representation of
continuous finear functionals on a Hilbert space by reprokernels is significant
for interpolation and approximation. Starting with the kernels theorem, due to
Schwartz, we develop methods to determine reprokernels for the Sobolev spaces
W,k () if @ C R, and for some subspaces of W,5(2)if 2 CR”. Then we determine
reprokernels for tensor products of Hilbert spaces. In addition to this we consider
three types of limits of reprokernels.

I. EINLEITUNG

Die explizite Darstellung von stetigen linearen Funktionalen auf Unter-
hilbertraumen ¥ von R“—d.h. Ve Hilb(R*) - ist besonders im Bereich der
Interpolations —und Approximationstheorie von Bedeutung. Wie in den
Arbeiten [10, 11] dargelegt wird, ist diese Darstellung mit reproduzierenden
Kernen—kurz Reprokerne genannt-stets moglich.

So lassen sich damit Spline-Funktionen zu beliebigen stetigen linearen
Funktionalen in den entsprechenden Grundriumen bestimmen: man ver-
gleiche hierzu {2, 3, 10]. In der Arbeit [14] werden mit Hilfe der Reprokerne
Verfahren zur approximativen LOsung von gewdhnlichen Differential-,
Integral-, und Integrodifferentialgleichungen entwickelt. Alle diese Fiille
beschrdnken sich auf Funktionen in einer Veridnderlichen.

Um die Methode der Spline-Interpolation oder die erwidhnten Approxi-
mationsverfahren bei Funktionen in mehreren Verdnderlichen anwenden
zu kénnen, ist zunichst eine Fortfiihrung und Verallgemeinerung der in [10]
entwickelten Methode zur Bestimmung von Reprokernen sinnvoll.

So wird im zweiten Abschnitt ein Zusammenhang zwischen dem Théoréme
des Noyaux und Reprokernen zu ¥ e Hilb(R®?) mit Z(Q) € V T > &'(£2)
hergestellt. Es stellt sich heraus, daff bestimmte Kerndistributionen von
Reprokernen reprisentiert werden.

Im 3. Abschnitt werden damit die Reprokerne zu den Sobolevriumen
W, (€2) bestimmt, wobei 2 CR ein offenes beschriinktes Intervall ist. Es
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werden dquivalente Skalarprodukte auf W,*(£2) eingefiihrt und die Repro-
kerne beziiglich dieser Hilbertschen Strukturen angegeben.

Im 4. Abschnitt werden die Reprokerne zu W,*({2) im Rahmen der Theorie
der elliptischen Randwertprobleme [1, 4, 6] untersucht, wobei £2 C R” offen,
beschrankt und zusammenhingend sowie & > n/2 ist. Mit den Resultaten
des zweiten Abschnittes lassen sich die Reprokerne zu abgeschlossenen
Unterrdumen von W,*(£2) angeben, welche von bestimmten Randoperatoren
abhéngen.

Im 5. Abschnitt werden Tensorprodukte von Hilbertriumen mit Repro-
kernen gebildet; es stellt sich heraus, dal der Reprokern des topologischen
Tensorproduktes gerade das Tensorprodukt der Reprokerne ist. Auf die
Bedeutung dieser Methode wird in den Arbeiten [2, 5, 8, 9] hingewiesen.

Im 6. Abschnitt werden Limiten von Reprokernen untersucht. Diese
hingen im ersten Fall von einer Folge von Skalarprodukten auf ' e Hilb(R%)
ab. Im zweiten Fall hingen sie von einer Folge {V,} C Hilb(R®) und im
dritten Fall von einer Folge V; € Hilb(R:) ab. Die abei erzielten Resultate
lassen sich zusammen mit der Methode der finiten Elemente [7] bei der
Ermittlung approximativer Losungen fiir partielle Differentialgleichungen
anwenden.

Herrn Prof. Dr. H. Brakhage danke ich sehr fiir zahlreiche Hinweise und
Diskussionen zu dem Gegenstand dieser Arbeit.

2. REPROKERNE UND DAS THEOREME DES NOYAUX

Es sei 2 eine offene Teilmenge des R". E = R? sei der R-Vektorraum
aller auf £2 definierten reellwertigen Funktionen, welcher mit der Topologie
der punktweisen Konvergenz versehen ist. Hilb(E) bezeichne die Menge aller
Unterhilbertraume von R?, d.h. die Menge aller Untervektorriume V von R%,
welche eine Hilbertsche Struktur tragen, so daf3 die kanonische Injektion
Jvi V & E stetig ist. Hilb(FE) sei weiter wie in den Arbeiten [10, 1] struk-
turiert, also ein reguldrer strikter konvexer Kegel.

Z(£2) sei mit der kanonischen LF-Topologie versehen, £'({2) mit der
starken dualen Topologie. Nach dem Théoréme des Noyaux ist 2'(£2 x £2)
kanonisch isomorph zu L(Z(L2), Z'(§2)), wobei L(Z(£2), 2'(£2)) mit der
Topologie der beschrinkten Konvergenz versehen ist; man vergleiche
hierzu [12, 13].

VORAUSSETZUNG 2.1. Es seien Ve HIIb(E) und H ein Hilbertraum so,
daf} mit stetigen kanonischen Injektionen gilt:
D) Vs HC G'(Q).
Weiter sei V dicht in H und 2(82) dicht in H'.
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Wird die isometrische Isomorphie zwischen } und V' mit 4 bezeichnet,
so laBt sich 4-1: 7 - V' mit Hilfe des Reprokernes G zu V explizit darstellen:
es gilt nimlich

AL 6,y GCox), E

fiir alle Elemente ¥ ¢ V', wobei 8, das Dirac-Mafl in x = und (- ), das
Skalarprodukt auf V' bezeichnet.
Es sei nun H’ der starke topologische Dual zu H und

DAY : {reV:idve H'..
Dann gilt:

LEmMMA 2.1, Ist G der Reprokern zu V. so besitzt A~". H -~ D{A4) die
Darstelhing
ATLD, ey GCox). Loy

Beweis. Sei also ¥ ¢ H' ©-> V' dann ist
AL, o GNP
GO L

Weiter ergibt sich
LEMMA 2.2, st H - L34y, so gilt fiir alle fe H' - L3Q):
A, e |G ) () dr (2.1)
Yo

Beweis.  Wir identifizieren H' mit 12(£2): fir ¢, & = Z() ergibt sich also

(1), AN oy oty = (1/1(}:), ‘“ G(t, x) @) (/t>

L), )

Da %(2) dicht in L¥Q) liegt, gilt die Darstellung (2.1).
Betrachtet man die Restriktion von 4-1 auf 2(Q), so ist

A () — D(A) T V > H “— D()

eine stetige lineare Abbildung von Z(£2) in 2'(£2). Nach dem Théoréme des
Noyaux existiert also eine eindeutig bestimmte Distribution K e Z'(£2 < Q)
so, daB fiir alle Elemente ¢, i ¢ 2(£2) gilt:

Q‘/‘(,V), Ail@(-\');\ Gy Ty T K(P(X) ' ¢()’)- Koy o (0x), @ (0 - (2.2)

Wir erhalten also

Satz 2.1, Die Distribution K e 2'(£2 = ) in (2.2) wird von dem Repro-
prokern G zu V reprdsentiert.
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Beweis. Seien ¢, ¢ € 2(£2). GemiB Lemma 2.2 ist

W), A5 a@.z00 = (HO), [ Gt x) o(0) dr)

240, 2" (0)

= f ( G(x, ¥) @(x) - () dx dy;
Q Vo

also wird K von G reprisentiert.

3. REPROKERNE zU V € Hilb(R?), 2 C R!

Im folgenden sei .£2 = (a, b) ein offenes beschrianktes Intervall von R.
W,F(§2) bezeichne den Sobolevraum, d.h. den R-Vektorraum aller auf Q
definierten reellwertigen Funktionen, deren Ableitungen bis einschlieBlich
der Ordnung k im distributionellen Sinne Elemente des Raumes L2(£2) sind.
W,ok(£2) wird —wie iiblich—mit dem Skalarprodukt

ke
(uiv), = Z (Diu | Djl’)[}(g)
=0

versehen: W,* sei der AbschluBl von Z() in W,*(®). Fiir k > 1 sind die
Voraussetzungen zu dem Sobolevschen Einbettungssatz erfiillt. Also gilt
W, (£2) € HIIb(R®).

Es sei nun k€ N beliebig, ¥ := W,5(Q) und H — L¥®); dann ist die
Voraussetzung 2.1 erfiillt. Die isometrische Isomorphie 4: V — V' ist in
diesem Fall

k
A=Y (—1) D%
i=0

Der Differentialoperator A ist stark elliptisch in £ und formal selbstad-
jungiert. Es existiert also ein Greenscher Operator %: H — V, welcher
linear, stetig und injektiv ist; dariiberhinaus ist % ein kompakter Operator.
Somit ergibt sich

SATz 3.1. Die Greensche Funktion g zu dem Randwertproblem Av = h
mit ve V und h e H ist der Reprokern zu V.

Beweis. Sei h e H; dann gilt mit Lemma 2.1 und Lemma 2.2:

A, By = [ Gy, x) () dy
= <gh5 81-> v.v’

= [ 8.0 h(y) dy:

2
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da nun H' - 13(Q2) = H dicht in V' liegt, gilt fir alle Elemente ¥ < V"":
ALy gl X)Ly
Sei nun u € V' beliebig. Dann ergibt sich:

(g(y.x) u(yhe = g, x) A -
u(x).

Also ist g der Reprokern zu V.

KoOROLLAR 3.1.  Der Reprokern zu Wi $2) ist

20

R(x, ) = g(x, 1) - Y edx) edy), (3.1

i--1
wobel g die Greensche Funktion gemdff Satz 3.1 und e, ..., ey eine Orthonormal-
basis in Ker(A) ist.
Beweis. Es gilt W,"(£) V (i Ker(A): da dim Ker(4) == 2k ist. erhilt
man (3.1). Vgl. [I0].

Beiseier 3.1, Sei k =- |. Der Reprokern zu W,'(£2) ergibt sich somit aus
der Greenschen Funktion g zu dem Randwertproblem

Ac ¢ " h, he LA,
v(a) v(b)y -0
also
LY I ${ ot Y A N AN . B
glx, v) = et g e ¢ ) (¢ e’ () x)
. (() w20 ; (,.') . (():/ e //~‘.2u) . [l (", _ .\‘)0]:.
wobel
_ oo L oo
( XY 10, v AS
ist

Da Ker(A) = (e, e ist. erhdlt man zu diesem Unterraum den
Reprokern
1

N 2T S s e 2a; 2by
(2 "ty {e ¢ i

K(x, ¥) =

Nach Korollar 3.1 ist also R(x,y) = g(x.y) — K(x. y) der Reprokern zu
W,N(£2). Andererseits besitzt g die Darstellung

v 2w . Xoany yoa
g(x, v) = ZO B aE  amheE S (270 T ) - sin (277;1 a— )
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da das Eigenwertproblem 4v = Av, v(@) = v(b) = 0 die Eigenwerte

42’,'2
Gy

und die Eigenfunktionen

o= (25 s fam 3=

besitzt.

Bemerkung 3.1. Zur allgemeinen Konstruktion der Reprokerne in den
Sobolevraumen W,(£2) 4Bt sich folgendes sagen: GemilB Satz 3.1 ist zu
festem Index k& > 1 die Greensche Funktion g zu dem Randwertproblem
Av = h in W,H®), he LX), der Reprokern zu W,*(R2). Die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms und damit ein Fundamentalsystem von A
lassen sich relativ einfach mit Hilfe der Kreisteilungsgleichung bestimmen.

Es sei nun ein Differentialoperator vom Typ

k-1
T =D+ Y a(x) D, a;e CHQ), 0Li<k—1 (3.2)
=0
gegeben; & ..., %, seien stetige Linearformen auf V := W,*{2), welche
linear unabhingig auf Ker(7) sind. Mit

U: Va e UD = (<U9 °%>V.V’ IARRS] <Ua $k>V.V'){ € RI\

wird durch
(o)) ;= (Tu| To)2iy + (Vu| Ur)ge (3.3)

auf V ein Skalarprodukt definiert, welches dquivalent zu (- | *),, ist; d.h. die
von ((-} ) und (| -), induzierten Normen sind dquivalent. Im folgenden
betrachten wir stets ¥ mit dem Skalarprodukt (3.3). Wie in der Arbeit [10]
ausgefithrt worden ist, ergibt sich in diesem Falle der Reprokern R =
K, + K, zu V aus

Ki(x, y) = (g(x, ) { g(y, Drzen (3.4

und Ky(x,y) = 2?:1 eAx) e y), wobei g die Greensche Funktion zu dem
Anfangswertproblem

Tv = h, he L),

Uv =0,

und e, ,..., g, die zu .9 ,..., &, duale Basis in Ker(7) ist.

BeispiEL 3.2. Sei T =1+ D und <v, %>y - = v(a). Beziiglich der
durch

uiv)) = u(a) via) + (u +u v+ v
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auf W,'(£2) definierten Hilbertschen Struktur ist
R(x,v) et 0 Wers  ptee sy (v o)t
S (et ey [I (\ .‘,.)0]:
der Reprokern.

Bemerkung 3.2. Die von (3.3) induzierte Hilbertsche Struktur ist eine
dem zugrundeliegenden Vanationsproblem angepafite Struktur, wie sie etwa
im Zusammenhang mit Spline-Funktionen oder approximativen Losungen
von Differential-, Integral- und Integro-Differentialgleichungen auftritt:
man vergleiche hierzu [2, 3, 10, 14].

Wir betrachten nun V' = W.,*(£) mit dem Skalarprodukt

(!l o)) = (Tu'! Ty - (U U (Ut Ust)gr (3.5)

wobei 7 ein Differentialoperator vom Typ (3.2)—jedoch mit a, & C' (),
0«7« k —1-, U, durch

Uy Vo> U (ua), (@)..... u*D(a)t e R
und U, durch

Uy Vave— Uyg oo (u(b), u'(b)..... " 1(b) € R

definiert ist. Damit ist (3.5) dquivalent zu (- ), . Ist 7* der formale adjun-
gierte Differentialoperator zu 7, so gilt

PR Ker(7T*T),

wobei I der Abschluf von %(Q) in V beziiglich der von (3.5) induzierten
Normtopologie ist.
Dann ergibt sich mit Lemma 2.1 und Lemma 2.2

SAatz 3.2. Die Greensche Funktion g zu dem Randwertproblem T*Te - /i
mit ve V und h e LXQ) ist der Reprokern zu V.

Beweis.  Analog zu dem Beweis des Satzes 3.1.

Mit dem Korollar 3.1 erhdlt man also den Reprokern R zu 1"

Es seien nun ¢, die Greenschen Funktionen zu den Anfangswertproblemen
Tv = h, he L),
U =0, i< 1,2

Das folgende Korollar stellt einen Zusammenhang zwischen der Greenschen
Funktion g in Satz 3.2 und ¢, dar:
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KOROLLAR 3.2. Es gilt
g ) = | aln gy, ndn i=1,2 (3.6)

Beweis. Beziiglich (3.5) ist g(x, y) der Reprokern zu V. Auf den abge-
schlossenen Unterrdumen

Vii=={ueV: Up = 0}, Jj=1,2,
entspricht die von (3.5) induzierte Hilbertsche Struktur
(@] 0 i= (Tu| To)z) + (Ut | Udde, i #
einer Struktur vom Typ (3.3). Somit erhalten wir fiir alle Funktionen u e V:
u(x) = ((8(y, x) | u(y));
= ((K(y, x) Lu(»));
wobei gemdl der Beziehung (3.4) gilt:

g0 = [ a(n gt nd,  j= 1.2

Bemerkung 3.3. Wird Q2 = R gewidhlt und W,*({2) mit dem Skalar-

produkt

5ok . .

(@lo):= Y (7) 0l D))

P
versehen, so ist W,*(€2) € Hilb(R?). Die isometrische Isomorphie A4:
W) — W) > W) ist A — (1 — D2E. Fiir den Reprokern G zu
W,*(£2) erhilt man

G(x, y) = Py _o(x — ¥) e le=vl,

wobei P,;,_, ein Polynom vom Grade 2k — 2 ist.

4. REPROKERNE zU V ¢ Hilb(R®?), 2 C R»

Es sei £2 eine offene, beschrinkte und zusammenhéngende Teilmenge des
R~ 2 ist vom Typ %', wenn der Rand 0£2 eine (r — 1)-dimensionale
C'-Mannigfaltigkeit ist; in diesem Fall schreiben wir 22 € €.

Sei i = (iy ..., in) €in Multiindex >0, |i|:= Y, i, und

ol

Sxly Axle <o i, "
oxh Oxhe Oxin

e
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Ist k € N, so bezeichne W,“(£2) wieder den Sobolevraum iiber R, welcher mit
dem Skalarprodukt

(o) = Y (Du Divypiy (4.1)
i
versehen ist. Das Skalarprodukt
(wie) > (Diul Doz = (w0 0z 4.2)

ist zu (4.1) dquivalent.

Falls Q€€ und k > nj2 ist, so sind die Voraussetzungen zu dem Sobo-
levschen Einbettungssatz erfillt; es gilt dann W5(£2) € Hilb(R?).

Im folgenden gelte stets Qe %* und k > n/2. Der mit (4.1) assoziierte
Differentialoperator

A Y (D p¥
ik

ist stark elliptisch in £ und formal selbstadjungiert.

Fiir 0 < j <k — 1 sei Wi 4é8) mit der durch lokale Koordinaten
definierten Sobolevschen Struktur versehen: vgl. [4,6]. Dann st
(WETYaQ)Y = Wi THe0). Weiter gilt die Beziehung:

k—1

(uiv), = AV 1Y <y, S;fl'}w__}‘—i by Wk T Yoo - (4.3)

30
wobei y; durch
iy .
yit WS s u -~ Ir/% e Wi Ha8d)
definiert und d/én die Ableitung in Richtung der nach “aullen’” weisenden
Normale ist; die Abbildungen S;: W,*(£2) —~ W, **+3(28) sind Differential-

operatoren der Ordnung 2k — j — | mit konstanten Koeffizienten. y; und S;
sind stetig. Wir erhalten

SATZ 4.1.  Die Greensche Funktion g zu dem Randwertproblem Av - h mit
veV - WMQ) und h e H — LX) ist der Reprokern zu V.

Beweis. Sei y: W) 3 u—> yu @ (Yglhyeo., yp 14) € ]’[;‘:& W ey,
Da nun Ker(y) == V ist, gilt fiir alle Funktionen u, v € V nach (4.3):

() = (u A)rg) .

Andererseits st A: V' — V' die isometrische Isomorphie: somit besitzt
A=Y H— D(A) == {ve V: Ave H' == H} die Darstellung

LA, B,y yr = ’ gl x) () dy.
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Da H' dicht in V'’ liegt ergibt sich mit Lemma 1 und Lemma 2 g = G, wobei
G der Reprokern zu V ist.

KOROLLAR 4.1. Der Reprokern zu W,*(£2) ist

R(x,y) = g(x,y) + K(x, y),

wobei g die Greensche Funktion gemdf Satz 4.1 und K der Reprokern zu
Ker(A) ist.

Beweis. Da W,5(£2) = V @ Ker(4) ist, gilt (4.4).

Der Unterraum V' := {ue W,5(2): Su = 0,0 < j < k — 1} C Wyk(£2) ist
abgeschlossen; da S;p = 0 fiir alle ¢ € 2(2) gilt, ist ¥V — W(Q)C V.
Folglich ist mit H = H' = L¥Q2) die Voraussetzung 2.1 erfiillt. Also ergibt
sich

SATzZ 4.2. Die Greensche Funktion § zu dem Randwertproblem Av = h
mit ve V und h e H ist der Reprokern zu V.

Beweis. Fiir alle Funktionen u, v € ¥ ergibt sich nach (4.3)

(u9 U)k = (u i Av)Lz(Q) .

Wie im Beweis zu Satz 4.1 ist dann & der Reprokern zu V.

KOROLLAR 4.2. Sei V" das orthogonale Komplement zu V in V. Dann ist
8(x, y) — g(x, y) der Reprokern zu V*, wobei g der Reprokern zu V ist.

Beweis. MitV = VO Viistg = g + (§ — g),also§ — g der Reprokern
zu Vi,

Bemerkung 4.1. Die Aussagen in den Sitzen 4.1 und 4.2 lassen sich
sofort auf den Fall iibertragen, wenn W,*(£2) mit dem Skalarprodukt (4.2)
versehen wird. Der damit assoziierte Differentialoperator ist

A=1= Y (=1y D

lil=k

Ebenso lassen sich die Reprokerne zu abgeschlossenen Unterrdumen ¥ mit
W,H(Q)C VC W,*(2) bestimmen, welche durch allgemeinere als die
erwihnten Randoperatoren y; und S; charakterisiert werden. Man vergleiche
etwa [1, 4, 6] hierzu.

BeispiEL 4.1. Essei 2 1= {(x;, X,) € B2 (x,2 + x,9)12 < 1}. Auf W,A(Q)
ist
Wivy:= Y (Du| D)o (4.4)

ii]=2
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ein Skalarprodukt, welches zu (- | '), in (4.1) d4quivalent ist. Der Reprokern ¢
zu W,M(82) ist nach Satz 4.1 die Greensche Funktion zu dem Randwert-
problem Auw = 3, D*u A mit ue WA(£2) und k€ LX(Q), also:

|
GOy, X (s ) = o (7 e S — D7 v — D)

16 ¢
e ,,,l, - {( - » )2 . ( - N )2d
T RCTREIRRY AP A VIR Y
(V7 IO e ) 2y e o
clog (e iR oAl e sl ST Rl
g( O Y L A L )

Brispier 4.2, Seien (a. b) und (¢, d) offene beschriankte Intervalle von R,
Q: (a,b): (c,d)und

" vds - ' (e xy -F f I: ) ds - I (v x -+ ((\l Jds - ()(.

oL ven AN D
Wird V' mit dem Skalarprodukt (4.4) versehen, so ist } ein abgeschlossener
Unterraum mit W,2(€2) C V' C W,*(2). Der Reprokern zu V ist die Greensche

Funktion zu dem Randwertproblem Au - Y ; , D¥i - A mit v =} und
h e L¥2). Es ergibt sich fiir den Reprokern

. O — V Cg B SR T T B
G((xy, xa), (35 1) 3 Come  SIN (77 P ) sin (.277' g )
, O A Py - ¢
*sin e IR 11 W 172/ Ja-Su——
(7 b—a ) ( 7 — )
wobei
4(h — ald - )7
Corn = 7375 e T T T T e
" [72m*(d - ) - n¥3b — a)* P
ist.
Bemerkung 4.2. Es sei 2 . R', k- (ky..... k,) ein Muluindex mit

k; > 4 und V der R-Vektorraum aller Funktionen u € L3(£2), deren Ablei-
tungen D’y im distributionellen Sinne Elemente des Raumes L2(0Q) sind.
V werde mit dem Skalarprodukt

() - 2 (1) (Diu Dirypz,
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versehen; dann ist ¥ € Hilb(R?) und die isometrische Isomorphie 4: V' — V”

ki

n 82
A= 1 ———) .
g ( ox;2 )
Der Reprokern G zu ¥ ist damit

G((.\'1 seren xn)9 (yl serey yn)) = 1—[ Pi(xi — ya) * €Xp

=1

n

| x; — yelts

i=1

wobei P; Polynome vom Grade 2k; — 2 sind.

5. REPROKERNE ZU TENSORPRODUKTEN FV; ® V, € Hilb(R?1*%)

Eine Mbglichkeit zur Losung mehrdimensionaler Probleme im Bereich
der Interpolations- und Approximationstheorie besteht darin, durch Bildung
von Tensorprodukten ‘“geeignete Grundriume” zu finden, in denen sich
bekannte Verfahren anwenden lassen. Man vergleiche etwa [2, 5, 8, 9].

Wir betrachten im folgenden Tensorprodukte von separablen Hilbert-
rdumen, wie sie in [1, 9] untersucht werden. Es seien £2; C R™ und 2, C R™
Teilmengen. Das algebraische Tensorprodukt V; & V, der Unterhilbertraume
V; e Hilb(R?:), i = 1,2, besitze eine topologische Vervollstindigung in
Hilb(R2*2%): d.h. es existiert ein Unterhilbertraum V von R®*%: mit der
Eigenschaft

Vi® Vv, =V.

Die von V auf V; @ V, induzierte Pra-Hilbertraumstruktur entspricht also
genau der urspriinglichen Struktur auf V, ® V,, welche von dem Skalar-
produkt

 Quy vy ® 1’2)V1® Ve +— (uy | Ul)V1 (U | Uz)vz

bestimmt wird. Seien G; die Reprokerne zu V. Dann gilt

SATZ 5.1. Der Reprokern GzuV =V, X V,ist G = G, R G,.

Beweis. SeiueV; da V, ® V, dicht in V liegt, existiert stets eine Folge
{u,} C V1 @ V,, welche in der Normtopologie von V' gegen u konvergiert.
Einerseits gilt nun

up = (G, ® G, | Uy, ov, = (Gl u)y.
Andererseits ist
u=limu, = lim (G u)re Vi & Vs,

also G = G; ® G,.
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Bemerkung 5.1. Die von dem Skalarprodukt auf V, & V, induzierte
Topologie liegt im allgemeinen echt zwischen der e- und der #-Topologie auf

Vi & V,.

BeispiEL 5.1.  Esseien £2; und £2, offene und beschrinkte Intervalle von R.
Die Sobolevriume V; :== W(£2,) seien mit dquivalenten Skalarprodukten
vom Typ (3.3) versehen:

((u0); = (Fu | Tw)ppny = (L Uit)g s

Die Greenschen Funktionen zu den Randwertproblemen T - i, Ut 0
mit h; € LA£2;) und u € W}i(;) seien g, ; weiter sei Ker(T) L s Cip
W sei der lineare Raum aller Funktionen » € C£2, < £2,), welche folaende
Darstellung besitzen:

IS
e, ) = Y Y ApendX) e (1)

TR S

v .
Y eal ) ' g, s) vy {s) ds
ol Y2

ko

Y e | gl ) eur) di

J

i‘ ’ g, s) gl v, 1) eyls. 1) ds di,

Joodo
Lyt

wobei A, € R, 1y, € L3, vy € LHL) und ey L3, - £2)) st fir
o<t/ ke, b r sl ky o Auf W owird durch

i
l

b
(u thy Z Z /\j/"yu : Z (e | Uoidi2i,)
=1 r 1

Z‘ (0 O dzes -1 (e | Ore) 2o,
et
ein Skalarprodukt definiert, beziiglich dessen W e Hilb([R%*) ist. Wird nun
das Tensorprodukt ¥, ¢ V, durch
Vi Voo, o) u-ve L8 < £2,)

definiert, so liegt V', 9 V, dicht in W und die von W auf I, &2}, mdumexte
Pri-Hilbertraumstruktur entspricht genau der urspringlichen aufl Vioeo b,
W .= V, £ V, ist isometrisch isomorph zu RFvd: o L0k L‘-’(_Q',)/'
L2802, < £2,).
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BeispieL 5.2. Seien k = (ky,..., k,) ein Multiindex mit k; > 4, V; =

WE(R) die Sobolevriume in der Bemerkung 3.3 und ¥ der Hilbertraum in
der Bemerkung 4.2. Dann gilt

wobei das Tensorprodukt &);<;<, V; durch

Vo (U ey ) = [ #; € LYR®)

1 i=1

¢

12

definiert ist. G = [],_, G, ist—gemiB Satz 5.1 —der Reprokern zu V.

6. LIMITEN VON REPROKERNEN

1. Abhdngigkeit von Skalarprodukten

Sei {2 eine beliebige nichtleere Menge und V' € Hilb(R%?). (- | -), sei eine
Folge von Skalarprodukten auf V so, daB gilt

C(ll, u)V \(: (u: u)n < C(”’ u)V s

6.1)
im{  sup ||y — (ulo) = 0;
nsee ullp<LJlvly <1
dabei seien ¢, C € R unabhéngig von » € N. Dann ergibt sich
SaTz 6.1. Unter der Voraussetzung (6.1) gilt fiir alle y € £2:
lim [| G(-, ) — G,(> Plly = O, 6.2)

wobei G der Reprokern zu V und G, der Reprokern zu V, = (V, (| "))
ist.

Beweis. Seien A:V — V' und A, V,— V,” die isometrischen Iso-
morphismen. Mit (6.1) erhdlt man:

lim{ sup  [(u|(id — A 4,) v)y [} =0,

nso ullp<t,joly<1

also lim, o[l 4 — A, |,y = 0. Da (AL, 08,0y = G(, ), LDy
und <A;'%, 8,0y v+ = <Gu(*, ), Dy, v fiir alle Elemente £ €V’ und
y e Q gilt, ergibt sich (6.2).
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. Abhdngigkeit von V,, € Hilb(R%)

Es sei nun W e Hilb(R?); V und V,, ne N, seien abgeschlossene Unter-
rdume von W, welche mit der induzierten Hilbertschen Struktur versehen
werden. Die Folge der Unterrdume V,, konvergiert gegen V, falls

hm {inf ¢ wiyl = 0, ue b,
s vel,

veEFy

I (6.3)
i s 1
oy <m 1)
n=1 i
gilt. Wir erhalten also
SATZ 6.2. Unter der Voraussetzung (6.3) konvergiert die Folge der

Reprokerne G, zu V, gegen den Reprokern G zu V; d.h. fiir alle v e Q gilt
limn—mo H G(: )’y) o Gnv(.s J")!fw == 0,

Beweis.  Sei y e Q. Dann ist
Lim (G, GOy YDy = GCo P == 0,

Ist R, der Reprokern zu (),_, V;»*, so folgt

Hm (R, | G y)w — (GGG Dw w

no

= lim  G,(, 1) = (G G My lw = 0.

Also ergibt sich insgesamt lim,_, G,(-, ¥) - G(, ¥)in W

1II. Abhdngigkeit vom Definitionsbereich

Sei 2, eine Folge von Teilmengen der Menge £ so, daB 2 = {J,_, £2,, und
02, C8R,., git. V, € Hilb(R?) sei eine Folge von Unterhilbertraumen, fir
die Fortsetzungsoperatoren F, € L(V,, , V) existieren. Die Reprokerne zu V7,
seien R, , der Reprokern zu ¥ € Hilb(R®) sei G. Weiter gelte

. ey ,
!}{1} {VUEII:IV}(fV”); U — vyl , uecV. (6.4)

Wir erhalten somit

Satz 6.3. Gilt (R, vy, (F.R, F,w)y fiir alle Elemente velV,,
so ist fiir alle y € 2

Hm Y(F R, 1) = G v) iy = 0. (6.5)
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Beweis. Sei G, der Reprokern zu F,(V,)". Dann folgt aus (6.4)
lim || G,(, ») — GC, My = 0

fiir alle y € 2. Weiter ist F,o = (F,R, | F,0), = (G, | F,v)y fir alleve V,.
Also gilt (6.5).

Sei nun £, eine Folge von Teilmengen einer Menge £2,, so daf
Q=1 2, und Q,,,CQ, gilt. Zu der Folge V, € Hilb(R%") gebe es
Restriktionsoperatoren E, € L(V,,, V). Es gelte weiter

lim{ inf [lu—0vi,} =0, ueV, Ve Hilb(R%). (6.6)

nso VeE, (V)

In diesem Falle erhalten wir

SAatz 6.4. Gilt E (R, | vy, = (E,R, | Ev)y fiir alle Elemente veV,,
so ist fiir alle y €

lim [(EuR)(, ) — GC, iy = 0. ©.7)

Beweis. Mit den Reprokernen G, zu E,(V,)” ergibt sich E,» =
(E.R,.| Ev)y = (G, | E,v)y fir alle ve V,, . Also folgt aus der Bezichung
(6.6) sofort (6.7).

BEISPIEL 6.1 (Abhdngigkeit von V;). Sei £ C R” offen, beschrinkt und
zusammenhdngend; es gelte: Q€ €2 und k > n/2. 882, C 092 sei eine Folge
offener Teilmengen so, daB Q2 = {J;, i, é82; ist und

V= WHQ),

: du . ]
Vit=lue W,MQ): —— 002, =0,0 <j <k — 1$'

on’

V; werde mit der von W,*({2) induzierten Hilbertschen Struktur versehen;
dann gilt (6.3). Somit konvergiert die Folge der Reprokerne G, zu V; gegen
den Reprokern G zu V.

BeispieL 6.2 (Abhidngigkeit von £,). £ C R* sei offen, beschrankt und
zusammenhdngend; £2; sei eine Folge offener und zusammenhéngender
Teilmengen von £ so, daB 2 = Uiy 2; und 2, C Q,., gilt. Weiter seien
Q,0,e6% k > nf2 und

Vi= W),
Vii= Wzk(-Qz)

640/21/4-7
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Die Fortsetzungsoperatoren F,: }/; — V werden definiert durch
Sy fu(x). N
Fiulx) = 10. A O
Dann gilt fiir alle /e N: | F,-f,‘(,vi_,,,) < 1. Weiter ist die Voraussetzung (6.4)

erfullt. Also konvergiert die Folge der Reprokerne zu F,(V,)" gegen den
Reprokern zu V.

i
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