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Methods to determine reproducing kernels. The explicit representation of
continuous linear functionals on a Hilbert space by reprokernels is significant
for interpolation and approximation. Starting with the kernels theorem, due to
Schwartz, we develop methods to determine reprokernels for the Sobolev spaces
W/(D) if DC!R', and for some subspaces of W/(D) if DC !R H

• Then we determine
reprokernels for tensor products of Hilbert spaces. In addition to this we consider
three types of limits of reprokernels.

I. EINLEITU!\G

Die explizite Darstellung von stetigen linearen Funktionalen auf Untcr­
hilbertraumen V von (R!!- d.h. V E HiJb(!R!!) ist besonders im Bereich der
Interpolations- und Approximationstheorie von Bedeutung, Wie in den
Arbeiten [10, II] dargelegt wird, ist diese Darstellung mit reproduzierenden
Kernen - kurz Reprokerne genannt-stets moglich.

So lassen sich damit Sp!ine-Funktionen zu beliebigen stetigen linearen
Funktionalen in den entsprechenden Grundraumen bestimmen: man ver­
gleiche hierzu [2,3, 10]. In der Arbeit [14] werden mit Hilfe der Reprokerne
Verfahren zur approximativen Losung von gewohnlichen Differential-,
Integral-, und IntegroditTerentialgleichungen entwickelt, Aile diese Faile
beschranken sich auf Funktionen in einer Ver~inderJichen.

Um die Methode der Spline-Interpolation oder die erwahnten Approxi­
mationsverfahren bei Funktionen in mehreren Veranderlichen anwenden
zu konnen, ist zunachst eine FortfLihrung und Verallgemeinerung der in [10]
entwickelten Methode zur Bestimmung von Reprokernen sinnvoll.

So wird im zweiten Abschnitt ein Zusammenhang zwischen dem Theoreme
des Noyaux und Reprokernen zu V E Hilb(!R") mit .U(Q) c_~ V C > C/(Q)

hergestellt. Es stellt sieh heraus, daG bestimmte Kerndistributionen von
Reprokernen reprasentiert werden.

1m3. Abschnitt werden damit die Reprokerne zu den Sobo!evraumcn
W/'(Q) bestimmt, wobei Q C iR ein offenes beschranktes TntervaJl is!. Es
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werden iiquivalente Skalarprodukte auf W2"(Q) eingefUhrt und die Repro­
kerne beziiglich dieser Hilbertschen Strukturen angegeben.

1m 4. Abschnitt werden die Reprokerne zu Wl(Q) im Rahmen der Theorie
der elliptischen Randwertprobleme [1,4,6] untersucht, wobei Q C IRn offen,
beschriinkt und zusammenhiingend sowie k > nl2 ist. Mit den Resultaten
des zweiten Abschnittes lassen sich die Reprokerne zu abgeschlossenen
Unterriiumen von Wl(Q) angeben, welche von bestimmten Randoperatoren
abhiingen.

1m 5. Abschnitt werden Tensorprodukte von Hilbertriiumen mit Repro­
kernen gebildet; es stellt sich heraus, daB der Reprokern des topologischen
Tensorproduktes gerade das Tensorprodukt der Reprokerne ist. Auf die
Bedeutung dieser Methode wird in den Arbeiten [2, 5, 8, 9] hingewiesen.

1m 6. Abschnitt werden Limiten von Reprokernen untersucht. Diese
hangen im ersten Fall von einer Folge von Skalarprodukten auf V E HiIb(IRQ)
abo 1m zweiten Fall hangen sie von einer Folge {Vi} C Hilb(IRQ) und im
dritten Fall von einer Folge Vi E HiIb(IRQi) abo Die abei erzielten Resultate
lassen sich zusammen mit der Methode der finiten Elemente [7] bei der
Ermittiung approximativer L6sungen fUr partielle Differentiaigieichungen
anwenden.

Herrn Prof. Dr. H. Brakhage danke ich sehr fUr zahireiche Hinweise und
Diskussionen zu dem Gegenstand dieser Arbeit.

2. REPROKERNE UND DAS THEOREME DES NOYAUX

Es sei Q eine offene Teilmenge des IRn. E = IRQ sei der IR-Vektorraum
aller auf Q definierten reellwertigen Funktionen, welcher mit der Topologie
der punktweisen Konvergenz versehen ist. Hilb(E) bezeichne die Menge aller
Unterhilbertraume von IRQ, d.h. die Menge aller Untervektorraume V von IRQ,
welche eine Hilbertsche Struktur tragen, so daB die kanonische Injektion
.iv: V c-.+ E stetig ist. Hilb(E) sei weiter wie in den Arbeiten [10, II] struk­
turiert, also ein reguJarer strikter konvexer Kegel.

Ii:(Q) sei mit der kanonischen LF-Topologie versehen, q'(Q) mit der
starken dualen Topologie. Nach dem Theoreme des Noyaux ist q'(Q X Q)
kanonisch isomorph zu L(q(Q), q'(Q)), wobei L(q(Q), q'(Q)) mit der
Topologie der beschrankten Konvergenz versehen ist; man vergleiche
hierzu [12, 13].

VORAUSSETZUNG 2.1. Es seien V E Hilb(E) und H ein Hilbertraum so,
daj3 mit stetigen kanonischen In.iektionen gilt:

q(Q) c-.+ V C-.+ H ~ q'(Q).

Weiter sei V dicht in H und q(Q) dicht in H'.
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Wird die isometrische lsomorphie zwischen V und V' mit A bezeichnet,
so liiBt sich A-I: V' -->- V mit Hilfe des Reprokernes G zu V explizit darstellen:
es gilt namlich

G(', x), 2< I.l'

fur aile Elemente!l' E V", wobei OJ das Dirac-MaG in xED und (. .)1' das
Skalarprodukt auf V bezeichnet.

Es sei nun fl' der starke topologische Dual zu H und

D(A): {t::' V: Av E H':.

Dann gilt:

LEMMA 2.1. 1st G der Reprokern ::lI V, so hesit::t AI: fl' ...~ D(A) die
Darstellung

C(·,x). 'f. H.H·

Belveis. Sei also .![' E fl' ( - .. V'; dann ist

I!. II

Weiter ergibt slch

A-l.'/', 0., I.l' G(', x), (f 1.1

G(', x), (.1:>.

LEM\IA 2.2. 1st Ii U(Q), so gilt fur aile fF II' Urn):

.A 11, 0., v. v' " G(Y,x)I(yldy.
'0

(2.\ )

Beweis. Wir identitlzieren fl' mit L2(D); fLir cp, J; E 9(Q) ergibt sich also

<if;(y), t G(t, x) cp(1) dt) '" (f!), 'j; , (n) .

Da q(D) dicht in U(D) liegt, gilt die Darstellung (2.1).
Betrachtet man die Restriktion von A-I auf !kJ(D), so ist

A-I: fl(D) --+ D(A) c .. V C_+ H c-+'2!'(Q)

eine stetige lineare Abbildung von !kJ(Q) in !31'(Q). Nach dem TheoN!/fle des
Noyaux existiert also eine eindeutig bestimmte Distribution K E 9'(D D)
so, daG fUr aIle Elemente cp, if; E !31(Q) gilt:

(if;(y), A-lcp(X) y(n).7'(n)C <.,cp(x) . if;(y), KTy)fJt(fiXO).9·(fJ>fiI' (2.2)

Wir erhalten also

SATZ 2.1. Die Distribution K E ,(i'(D Q) in (2.2) wird von dem Rcpro-
prokern G zu V rcpriisenticrt.
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Beweis. Seien cp, if; E f0(Q). GemiiB Lemma 2.2 ist

<if;(y), A-J(p(x»!0(Q).9'(Q) = (if1(y), r G(t, x) cp(t) dt)
'.0 9(0),9'(0)

= f r G(x, y) cp(x) . if1(y) dx dy;
.0'.0

also wird K von G reprasentiert.

3. REPROKERNE ZU V E Hilb(IRQ), Q C IRJ

Jm folgenden seiQ = (a, b) ein offenes beschranktes Intervall von R
Wl(Q) bezeichne den Sobolevraum, d.h. den IR-Vektorraum aller auf Q
definierten reellwertigen Funktionen, deren Ableitungen bis einschlieBlich
der Ordnung k im distributionellen Sinne Elemente des Raumes L2(Q) sind.
Wl(Q) wird-wie ublich-mit dem Skalarprodukt

k

(u i vh := I (DiUi DiVh 2 (Q)

j~O

versehen; Wl sei der Abschlul3 von f0(Q) in Wl(Q). Fur k ~ 1 sind die
Voraussetzungen zu dem Sobolevschen Einbettungssatz erfiillt. Also gilt
Wl(Q) E Hilb(IRQ).

Es sei nun k E I\l beliebig, V: = Wl(Q) und H = V(Q); dann ist die
Voraussetzung 2.1 erfiillt. Die isometrische Isomorphie A: V -->- V' ist in
diesem Fall

k

A 0= I (-1)i D2i.
i=O

Der Differentialoperator A ist stark elliptisch in Q und formal selbstad­
jungiert. Es existiert also ein Greenscher Operator '.1: H -->- V, welcher
linear, stetig und injektiv ist; darliberhinaus ist '§ ein kompakter Operator.
Somit ergibt sich

SATZ 3.1. Die Greensche Funktion g zu dem Randwertproblem Av = h
mit v E V und h E H ist der Reprokern zu V.

Beweis. Sei h E H; dann gilt mit Lemma 2.1 und Lemma 2.2:

<A-1h, 0",) v. v' = r. G( y, x) h( y) dy
0.0

= <,§h, o",)v,v'

= r. g(y, x) h( y) dy;
.Q
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da nun H' - U(Q) = H dicht in V' liegt, gilt fur aile Elemente !l'tc V':

g(-. x).!£'. Ir.

Sei nun II E V beliebig. Oann ergibt sich:

(g(y. x) 11(.1'))1

Also ist g der Reprokern zu V.

g(-, x). All I'r
lI(x).

KOROLLAR 3.1. Del' Reprokern ::11 W/·(Q) is!

R(x, r)c~ g(x, y)
:27,

I e,(x) C,( Y).
i--l

(3.1 )

wobei g dic Grcenschc Funktion gemdjJ Sat:: 3.1 lind e1 •...• C2 1." cine Orthonormal­

basis in Ker(A) is!.

Beweis. Es gilt W/(Q)
man (3.1). Vgl. [10].

V Ker(A): da dim Ker(A) c= 2k ist. erhiilt

BEISPIEL 3.1. Sei k I. Oer Reprokern zu W2
1(Q) ergibt sich somit aus

der Greenschen Funktion g zu dem Randwertproblem

also

AI'

l"(a)

I' I'n h.

v(b) 0:
II E U(Q),

g(x, r)
2(e~') - e"20)

C ,I' :!.O) . (ell :!./! .r)"

wobei

(e :1.{) C") . (e" C 'I 2") . [I

(y
r

\'

.r

\

ist.
Da Ker(A) =c ,eJ:, e' ist. erhiilt man ZLI diesem Unterraum den

Reprokern

K(x, r) (
J ,) 11;:1.11 2b I.,.

Nach Korollar 3.1 ist also R(x, y) g(x, y) K(x. y) der Reprokern ZLI

W21(Q). Andererseits besitzt g die Oarstellung

2(b
g(x, r)= I -(IJ a)2

11=0 - ~

a) . (2 x-- - 5111 7T1l - ,..
4772n2 h

a 'j . ( r a)- . Sin 277n --'--- -- ,
a ' h a
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da das Eigenwertproblem Av = AV, veal = v(b) = 0 die Eigenwerte

und die Eigenfunktionen

besitzt.

Bemerkung 3.1. Zur allgemeinen Konstruktion der Reprokerne in den
Sobolevriiumen W2

k(Q) liiBt sich folgendes sagen: GemiiB Satz 3.1 ist zu
festem Index k ?': 1 die Greensche Funktion g zu dem Randwertproblem
Av = h in W2

k(Q), h E V(Q), der Reprokern zu W2k(Q). Die NullsteIlen
des charakteristischen Polynoms und damit ein Fundamentalsystem von A
lassen sich relativ einfach mit Hilfe der Kreisteilungsgleichung bestimmen.

Es sei nun ein Differentialoperator yom Typ

k-l

T = Dk + 2: a;(x) Di,
;=0

ai E CO(Q), °CS; i CS; k - 1 (3.2)

gegeben; ~ ,oo.,:l'k seien stetige Linearformen auf V: = W2
k(Q), welche

linear unabhiingig auf Ker(T) sind. Mit

U: V 3 V f--+ Uv : = «v, ~>v.v' ,00" (v, :l'k>V.v')f E IR"

wird durch

«u I v)) := (Tu I TV)L"(n) + (Uu I UV)ll;k (3.3)

auf Vein Skalarprodukt definiert, welches iiquivalent zu (. I 'h ist; d.h. die
von «. I -») und (- 1'h induzierten Normen sind iiquivalent. 1m folgenden
betrachten wir stets V mit dem Skalarprodukt (3.3). Wie in der Arbeit [10]
ausgefiihrt worden ist, ergibt sich in diesem FaIle der Reprokern R =

K1 + K2 zu V aus

K1(x, y)= (q(x, t) I q(y, t)h"(n) (3.4)

und K 2(x, y) = L:~l ei(x) ei( y), wobei q die Greensche Funktion zu dem
Anfangswertproblem

Tv c= h,
Uv c= 0,

hE V(Q),

und e1 '00" ek die zu ~ '00" :l'k duale Basis in Ker(T) ist.

BEISPIEL 3.2. Sei T = 1 + D und (v, ~>v.v' = veal. Bezilglich der
durch

«u I v)) = u(a) . veal + (u + u' I v + v'k(n)



400 ULRICH TJPPENHAUER

auf W2
1(Q) definierten Hilbertschen Struktur ist

R(x, \.) C ,/' .. // 2ft

e~(/ ./1 ,'') • [I

del' Reprokern.

Bi:'merkung 3.2. Die von (3.3) induzierte Hilbertsche Struktur ist cine
dem zugrundeliegenden Variationsproblem angepaf3te Struktur. \Vie sie ctwa
im Zusammenhang mit Spline-Funktionen odeI' approximativen Uisungen
von Differential-, Integral- und Integro- Differentialgleichungen auftritt:
man vergleiche hierzu [2, 3, 10. 14].

Wir betrachten nun V vV/(Q) mit dem Skalarprodukt

(u 1')) (Tu Tr) L'(!') (3.5)

wobei T ein Differentialoperator vom Typ (3.2) --jedoch mit a, c Ci(Q),

o < i k 1 . V1 durch

und V2 durch

definiert ist. Damit ist (3.5) iiquivalent zu (- ')i" 1st T* del' formale adjun­
gierte Differentialoperator zu T, so gilt

v ( Ker(T*T),

wobei f;' del' AbschluB von 9(Q) in V bezLiglich del' von (3.5) induzierten
Normtopologie ist.

Dann ergibt sich mit Lemma 2. I und Lemma 2.2

SATZ 3.2. Die Grci:'nschc Funktion g zu dem Rand11'ertproblem 1'* 1'1' II
mit l' E r;- und h E U(Q) ist del' Rcprokcrn ~11 (T.

Bewcis. Analog zu dem Beweis des Satzes 3.1.
Mit dem Korollar 3.1 erhiilt man also den Reprokern R zu V.
Es seien nun qi die Greenschen Funktionen zu den Anfangswertproblemen

Tv c= h.

Vir ,0,

hE L2(Q),

i' I, 2.

Das folgende Korollar stellt einen Zusammenhang zwischen der Greenschen
Funktion g in Satz 3.2 und qi dar:
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KOROLLAR 3.2. Es gilt

g(x, y) = Jq/x:, 1) qi(Y, t) dt,
Q

i = 1,2. (3.6)

Beweis. Beziiglich (3.5) ist g(x, y) der Reprokern zu V. Auf den abge­
schlossenen Unterriiumen

Vj :== {u E V: Ujv = O}, j = J, 2,

entspricht die von (3.5) induzierte Hilbertsche Struktur

«u ! v))j := (Tu I Tvh2 (Q) + (Uiu I UiV)lIf , i =1= j

einer Struktur vom Typ (3.3). Somit erhaJten wir fUr aIle Funktionen U E V:

U(x) = «g(y, x) : u(Y)))j

= «K;(y, x) ! u(Y)))j ,

wobei gemiiB der Beziehung (3.4) gilt:

g(y, x) = t q;(y, t) q;(x, t) dt, j = 1,2.

Bemerkung 3.3. Wird Q = ~ gewiihJt und W2k(Q) mit dem Skalar­
produkt

versehen, so ist Wl(Q) E Hilb(~.Q). Die isometrische Isomorphie A:
Wl(Q) = Wl(Q) f-+ W2

k(Q) ist A = (l - D2)k. Fur den Reprokern G zu
W2k(Q) erhiiJt man

G(x, y) == P2k-2(X - y) c 1x- yl ,

wobei P2k- 2 ein Polynom vom Grade 2k - 2 ist.

4. REPROKERNE ZU V E Hilb(~.Q), Q C ~n

Es sei Q eine offene, beschriinkte und zusammenhiingende Teilmenge des
~n. Q ist vom Typ 'iffl, wenn der Rand 8Q eine (n - I)-dimensionale
Cl-MannigfaJtigkeit ist; in diesem Fall schreiben wir Q E'iff l .

Sei i = (il ,... , in) ein Multiindex ?,:O, I i I : = L:~l i, und
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1st k fCC N, SO bezeichne W/,(D) wieder den Sobolevraum libel' IR, welcher mit
dem Skalarprodukt

(4.1 )

versehen ist. Das Skalarprodukt

((u! u)) : I (Diu Dirh'l<!)
i I,

(II r) /'(,1 (4.2)

ist zu (4.1) aquivalent.
Falls D fCC '6'1 und k n:2 ist, so sind die Vorallsset::llngen ::u dem Sabo-

levschen Einbettungssatz erfullt; es gilt dann W2"(D) fCC Hilb(IR£l).
1m falgenden gelte stets D fCC <e2/, lind k > n12. Del' mit (4.1) assoziierte

Differentialoperator
A: I ( .I ) i D2i

!il

ist stark elliptisch in D und formal selbstadjungiert.
Flir 0 .i c:;: k .. 1 sei Wi' i ~(cD) mit del' durch lokale Koordinaten

definierten Sobolevschen Struktur versehen: vgl. [4,6]. Dann ist
(W;--H(oD»' W2"+H~((iD). Weiter gilt die Beziehung:

(II i 1')/, =~ (u

wobei Yj durch

"-I

I (y;u, Si[')wk-i

iO '

(4.3)

definiert und %n die Ableitung in Richtung der nach "au13en" weisenden
Normale ist; die Abbildungen Sj: W/,(D) -)- Wit, cit l(aD) sind Differential­
operatoren del' Ordnung 2k -.i I mit konstanten Koeffizienten. Yi und Sj
sind stetig. Wir erhalten

SATZ 4.1. Die Greensche Funktion g Ul dem Randwertproblem Ar It mit
v E V Tf,'l(D) lind hE H ~= P(D) ist del' Reprakern ::11 V.

Beweis. Sei y: W/,(D) '3 U c-+ yll: (you, .... y" lU) E n;'~ W;-i !UD).
Da nun Ker(y) == V ist. gilt flir aile Funktionen 1I. rEV nach (4.3):

(u rh = (ll Arh'(f)).

Andererseits ist A: V -)- V' die isometrische Isomorphie: somit besitzt
A-I: H --+ D(A) {v E V: Au E H' =~ H] die Darstellung

(A-lit, 8,. V.V· == J, g(y. oY) It(r) ill'.
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Da H' dicht in V' liegt ergibt sich mit Lemma 1 und Lemma 2 g = G, wobei
G der Reprokern zu V ist.

KOROLLAR 4.1. Der Reprokern zu Wl(Q) ist

R(x, y) = g(x, y) + K(x, y),

wobei g die Greensche Funktion gemiijJ Satz 4.1 und K der Reprokern zu
Ker(A) ist.

Beweis. Da W2k(Q) = V ED Ker(A) ist, gilt (4.4).
Der Unterraum V:= {u E W2k(Q): SjU = 0, 0 ~j ~ k - I} C W2k(Q) ist

abgeschlossen; da Sj<p = 0 fUr aIle <p E ~(Q) gilt, ist V = U?(Q) C V.
Folglich ist mit H = H' = L2(Q) die Voraussetzung 2.1 erfiillt. Also ergibt
sich

SATZ 4.2. Die Greensche Funktion g zu dem Randwertproblem Av = h
mit v E V und hE H ist der Reprokern zu V.

Beweis. Fur alle Funktionen u, v E V ergibt sich nach (4.3)

(u, v)" = (u I Avh2 (D) •

Wie im Beweis zu Satz 4.1 ist dann g der Reprokern zu V.

KOROLLAR 4.2. Sei V-l das orthogonale Komplement zu V in V. Dann ist
g(x, y) - g(x, y) der Reprokern zu V-l, wobei g der Reprokern zu V ist.

Beweis. Mit V = V ED V-l istg = g + (g - g), also g - g der Reprokern
zu V-l.

Bemerkung 4.1. Die Aussagen in den Siitzen 4.1 und 4.2 lassen sich
sofort auf den Fall iibertragen, wenn Wl(Q) mit dem Skalarprodukt (4.2)
versehen wird. Der damit assoziierte Differentialoperator ist

A = 1 "T I (-- 1)1.' D2i.
li!~k

Ebenso lassen sich die Reprokerne zu abgeschlossenen Unterriiumen V mit
Wl(Q) eve Wl(Q) bestimmen, welche durch allgemeinere als die
erwiihnten Randoperatoren Yj und Sj charakterisiert werden. Man vergleiche
etwa [1, 4, 6] hierzu.

BEISPIEL 4.1. Es sei Q : = {(Xl' x 2) E ~2: (X1
2 + x 2

2F/2 < I}. Auf W22(Q)

ist
(u I v):= I (Diu I Div)[}(f})

!i)=2

(4.4)
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ein Skalarprodukt, welches zu (- , ')2 in (4.1) aquivalent ist. Der Reprokern G
zu W/,(Q) ist nach Satz 4.1 die Greensche Funktion zu dem Randwert-
problem Au L'i' 2 D2iu h mit u E W22(Q) und hE [2(Q). also:

2(xtJ.'] '\2.'"2)
--~_._-

(.\2 .1'2)2

BEISPIEL 4.2. Seien (a. b) und (c, d) ofYene beschrankte Intervalle von R
Q: (a, b) (e, d) und

( Ids
~ (!,.)

i I
. ) ds
(.\',

. (T
, "II . .\2 -I- ". I ds
. cD (.\:;:

Wird V mit dem Skalarprodukt (4.4) versehen, so iSl I· ein abgeschlossener
Unterraum mit TV/(Q) eve W/(Q). Der Reprokern zu V ist die Greensche
Funktion zu dem Randwertproblem Au L i 2 DUll h mit u c-' lund
h E [2(Q). Es ergibt sich fijr den Reprokern

'\ (" '\1 (/ ") . I" .rG«.\j, '\2), (JI ,.1'2)) = L em,,' sin Jn17 _ ..... - . SIl1 1117
1",/' 1 h a .

e
c I

wobei

. sin (m17
a I .' )".. -- (' •

) . SII1 1/117 .• --------l .
a I d-- ('

ist.

4:(h - a)(d cWc ~~ ------.-------- - .. "-.------ -----
'"" [172{m 2( d· (')2 - /12(h -- a)2}]4

Bemerkung 4.2. Es sei Q IR", k (k 1 '00" k,,) ein Multiindex mit
k i > -~ und V der IR- Vektorraum aller Funktionen u E [2(Q), deren Ablei­
tungen Diu im distributionellen Sinne Elemente des Raumes U(Q) sind.
V werde mit dem Skalarprodukt

((U I)):
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versehen; dann ist V ~Hilb(~n) und die isometrische Isomorphie A: V -+ V'

A = Ii (1 - 8~\ )k

i

•

'1=1 z

Der ReprokernG zu V ist damit

G((X1"", xn), (Y1 ,... , Yn» == nPi(Xi - Yi) . exp l- I I Xi - Yi I ~,
1=1 1=1 I

wobei Pi Polynome vom Grade 2k,. - 2 sind,

5. REPROKERNE ZU TENSORPRODUKTEN VI ® V2 E Hilb(~n,xQ2)

Eine Maglichkeit zur Lasung mehrdimensionaler Probleme im Bereich
der Interpolations- und Approximationstheorie besteht darin, durch Bildung
von Tensorprodukten "geeignete Grundraume" zu tinden, in denen sich
bekannte Verfahren anwenden lassen. Man vergleiche etwa [2, 5, 8,9].

Wir betrachten im folgenden Tensorprodukte von separablen Hilbert­
raumen, wie sie in [1,9] untersucht werden. Es seien Q 1 C ~n, und Q 2 C ~n2

Teilmengen. Das algebraische Tensorprodukt VI @ V2 der Unterhilbertraume
Vi E Hilb(~ni), i = 1,2, besitze eine topologische Vervollstandigung in
Hilb(~Q,XQ2): d.h. es existiert ein Unterhilbertraum V von ~Q,Xn2 mit der
Eigenschaft

VI @ V2 = V.

Die von V auf VI @ V2 induzierte Pra-Hilbertraumstruktur entspricht also
genau der urspriinglichen Struktur auf VI @ V2 , welche von dem Skalar­
produkt

(U1 @ U2 I VI @ 1'2h,® V2 : = (U1 I v1h, • (U2 I v2h.

bestimmt wird. Seien Gi die Reprokerne zu Vi' Dann gilt

SATZ 5.1. Der Reprokern G zu V = VI @ V2 ist G = G1 @ G2 •

Beweis. Sei U E V; da VI @ V2 dicht in V liegt, existiert stets eine Folge
{un} C VI @ V2 , welche in der Normtopologie von V gegen 1I konvergiert.
Einerseits gilt nun

Andererseits ist
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Bemerkung 5.1. Die von dem Skalarprodukt auf VI ® V2 induzierte
Topologie liegt im allgemeinen echt zwischen der E- und der 77-Topologie auf

VI ® V2 •

BEISPIEL 5.1. Es seien D 1 und D 2 offene und beschriinkte Intervalle von IR.
Die Sobolevriiume Vi: = W~i(Qi) seien mit iiquivalenten Skalarprodukten
vom Typ (3.3) versehen:

Die Greenschen Funktionen zu den Randwertproblemen Till h, ,U,ll 0
mit hi E L2(Q,) und II E W~'i(Di) seien g, ; weiter sei Ker(T,) :.£'i] , ...• C,.

W sei der lineare Raum aller Funktionen v E CO(D] :< D 2), welche [olgen'de
Darstellung besitzen:

1"(X, J)
1..'1 i.:..:

I I ,\,e]j(x) . c2,U)
I I r 1

I,. .

I £'2«(.1') I. g I(X' s) ('1.,(S) cis
)' .. \ 0.$)1

l't •

I C]j(X) I gkr. r) 1'2;(t) <It
J -1 .., lJ:,!

( I gIr, S) g2( 1'. I) 112(S. r) cis cll,
'''':.IJ .,!..)::

wobei Ajr E IR, VIr E U(D]), 1'2; E U(f2J und 1"12'c L2(Q] D 2 ) isI !'til'
I j k],l r k 2 .AufH/wirddureh

/.-\ I.':.'.

(11 r)w: I I
1 r I

I

I (U 2 i 1"2/)1. 2W 2!

I (lI], l'ulJ.2 (!!]l

r- I

ein Skalarprodukt definiert, beziiglieh dessen WE Hilb(!R£J1>jj,) ist. Wird nun
das Tensorprodukt VI V2 dureh

definiert, so liegt V] V2 dieht in W und die von W auf VI V2 induzierte
Pra-H ilbertraumstruktur entsprieht genau der urspriinglichen auf V] i /'2'
W V] V2 ist isometrisch isomorph zu [P;k,'/2 U(Q]Y, U(Q2)/'

U(Q] X Q2)'
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BEISPIEL 5.2. Seien k = (ki , ... , k n) ein Multiindex mit k i > t, Vi =

WN~) die Sobolevraume in der Bemerkung 3.3 und V der Hilbertraum in
der Bemerkung 4.2. Dann gilt

/'..

V = ® Vi,
L;;;;i::;;;;n

wobei das Tensorprodukt Q91';;i<n Vi durch

n n

X Vi '3 (UI , ... , Un) 1---+ TI Ui E u(~n)
i=l i=l

definiert ist. C = Il;~1 C i ist - gemaB Satz 5.I-der Reprokern zu V.

6. LIMITEN VON REPROKERNEN

1. Abhiingigkeit von Skalarprodukten

Sei Q eine beliebige nichtleere Menge und V E Hilb(~Q). (. 1 ')n sei eine
Folge von Skalarprodukten auf V so, daB gilt

c(u, u)y ~ (u, U)n ~ C(U, U)v,
(6.1)

lim { sup I(u 11')y - (ll IV)n I} = 0;
n-HfC II ullv<1,IIv1lv<!

dabei seien c, C E ~ unabhangig von n E N. Dann ergibt sich

SATZ 6.1. Unter der Voraussetzung (6.1) giltfur aile YE£?:

lim II c(-, y) ~ CnC Y)llv = 0,
n->CfJ

(6.2)

wobei C der Reprokern zu V und Cn der Reprokern zu Vn = (V, (. I ')n)
ist.

Beweis. Seien A: V ---.. V' und An: Vn ---.. Vn' die isometrischen Iso­
morphismen. Mit (6.1) erhiilt man:

lim { sup I(u I (id - A-IAn) V)v I} = 0,
n-)":D 11 u!lv~l ,livliv<:t

also limn~oo II A - An IIL(v.v') = O. Da <A-I'p, Dy)v.v' = <C(', y), .P)v.v'
und <A;;I'p, Dy)vn.vn' = <CnC y), .P)vn.vn' fUr aIle Elemente .P E V' und
Y E Q gilt, ergibt sich (6.2).
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II. Abhiingigkeit von V" E Hilb(IRQ)

Es sei nun WE Hilb(IRQ); V und Vn , n E N, seien abgeschlossene Unter­
riiume von W, welche mit der induzierten Hilbertschen Struktur versehen
werden. Die Folge der Unterraume V" konvergiert gegen V, falls

lim {inf l'
11'-'- IT VII

u wJ = 0, u ,= ~,

(6.3)

gilt. Wir erhalten also

SATZ 6.2. Untel' da Voraussetzung (6.3) konl'ergiert die Foige del'

Reprokerne Gn zu Vn gegen den Reprokern G ::u V; d.h. fur aliI.' y E Q gilt
limn.'XJ !i G(-, y) Gn(-, y)iw= 0.

Beweis. Sei .1' E Q. Dann ist

lim [1(Gn : G(-, .1')w
n-.,.r

1st Rn der Reprokern zu <n:n V w, so folgt

,~~ lim Gu (-, .1') ~- (G GII (-. Y))w w O.
n-;

Also ergibt sich insgesamt lim 11_," G"c, y) G(',y) in W.

III. Abhiingigkeit vom Definitiol1sbereich

Sei Q n eine Folge von Teilmengen der Menge Q so, daf3 Q == U:~l Q" und
Q n C Q"i'l gilt. V" E Hilb(IRQn ) sei eine Folge von Unterhilbertraumen, fUr
die Fortsetzungsoperatoren F n E L( V n , V) existieren. Die Reprokerne zu V"
seien Rn , der Reprokern zu V E Hilb(IRQ) sei G. Weiter gelte

U E V. (6.4)

Wir erhalten somit

SATZ 6.3. Gilt Fn(R" . v)~'n

so ist fur aile y E Q

liml(FuRnX', y) -_. G(-,l'}v 0.
n -ff;

(6.5)
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Beweis. Sei Gn del' Reprokern zu Fn(Vn)v. Dann folgt aus (6.4)

lim II Gne-, y) - GC Y)llv = 0
n<'Z;

fUr aIle Y E Q. Weiter ist Fnv = (FnR" IFnv)v = (Gn IFnv)v fill' aIle v E Vn .
Also gilt (6.5).

Sei nun Q n eine Folge von Teilmengen einer Menge Ql, so daB
Q = n~~l Q n und Q n+1 C Q n gilt. Zu del' Folge Vn EHilb(IRQn

) gebe es
Restriktionsoperatoren En E L(Vn , V). Es gelte weiter

In diesem FaIle erhalten wir

U E V, V E Hilb(IRQ
). (6.6)

SATZ 6.4. Gilt En(Rn I v)v co= (EnRn I Env)v fur a/le Elementc v E Vn ,
so ist fur a/le Y E Q n

(6.7)

Beweis. Mit den Reprokernen Gn zu En(Vn)V ergibt sich Env =

(EnR n i Env)v = (Gn I Env)v fUr aIle v E Vn . Also folgt aus del' Beziehung
(6.6) sofort (6.7).

BEISPIEL 6.1 (Abhiingigkeit von V;). Sei Q C IR" offen, beschrankt und
zusammenhangend; es gelte: Q E rg2k und k > n12. (iQi C aQ sei eine Folge
offener Teilmengen so, daB aQ = U:l n:j aQ i ist und

Vi werde mit del' von Wl(Q) induzierten Hilbertschen Struktur versehen;
dann gilt (6.3). Somit konvergiert die Folge del' Reprokerne G, zu Vi gegen
den Reprokern G zu V.

BEISPIEL 6.2 (Abhangigkeit von Q;). Q C IR n sei offen, beschrankt und
zusammenhangend; Q i sei eine Folge offener und zusammenhangender
Teilmenge~ von Q so, daB Q = U:l Q i und Q i C Q i+1 gilt. Weiter seien
Q, Q, E rg2k, k > nl2 und

V:= W2
k(Q) ,

Vi : = Wl(Qi).
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Die Fortsetzungsoperatoren F,: V, ~ V werden definiert durch

F,u(x)
\lI(X),
10,

.\' C Q,

X D,

Dann gilt fUr aile i EN:
erfUllt. AIso konvergiert
Reprokern zu V

F, ,,Vl I. Weiter ist die Voraussetzung (6.4)
die Foige der Reprokerne zu Fn(VrY' gegen den
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